Aufgabe 1: Vermischte Aufgaben (18 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen. Beachten Sie bitte, dass iRefel stichpunktartige Antworten
ausreichen. Wenn aglich, geben Sie auch eine Bégdung Ihrer Antwort bzw. den Rechenweg an.
Allgemeine Fragen

a) Was ist eine Fensterfunktion? (1 Punkt)

b) Was mussiir die mittlere Frequenz eines Fensters gelten, damit sielsi Skalierung mit
einem Skalierungsfaktar > 0 verandert? (1 Punkt)

c) Geben Sie die untere Grenzérfdas Zeitdauer-Bandbreite-Produkt an. Existiert ein &8ign
welches diese Grenze erreicht? (1 Punkt)
Energiesignale
Gegeben ist das Signal

() = ¢ sin (%%) re(t), ¢>0.

d) Zeigen Sie, dass es sich dabei um ein Energiesignal handelt. (3 Punkte)
e) Bestimmen Sie den Faktorso, dass die Signalenergie auf = 1 normiert wird. (2 Punkte)

Basis und Frame

f) Wie konnen die Koeffizienten zur Signaldarstellung bei einemmérebestimmt werden?

(2 Punkte)
Gegeben ist ein VektorensystemiA mit ¢, = G) undep, = (g)
g) Bestimmen Sie die Gramsche Matrix des Vektorensystems. (2 Punkte)
h) Worum handelt es sich bei dem Vektorensystem? (Bedpmng) (1 Punkt)
i) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Signaldarstellung
2
X = Z CLZ‘QOZ-
=1
fur den Vektorx = (g) . (2 Punkte)
. : o . 1 1 —1
Gegeben ist nun ein Vektorensysten®ifimit ¢, = (1),4,02 = <_2) unde, = ( 1 )
j) Bestimmen Sie die Gramsche Matrix des Vektorensystems. (2 Punkte)
k) Worum handelt es sich bei dem Vektorensystem? (@sdpmng) (1 Punkt)



Aufgabe 2: Kurzzeit-Fourier-Transformation (10 Punkte)

Kurzzeit-Fourier-Transformation

a) Berechnen Sie die Kurzzeit-Fourier-Transformierte des&@gyc(t — to) in Abhangigkeit der
Kurzzeit-Fourier-Transformation des Signails). (2 Punkte)

b) Zeichnen Sie die Kurzzeit-Fourier-Transformierten dégdéaden Signale qualitativ in die daf
vorgesehenendsungslitter ein:

Kennzeichnen Sie hohe Signalenergien mit dunkler Farbeut3en Sie bitte keinen Bleistift!
(4 Punkte)

v

Bild 1: 57 (7, f)
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Gegeben sei das Signal
z(t) =0(t —to) +0(t —t1).

Anhand des Analysefensters

(t) = <¥>U4 - exp(—ft?)

soll das gegebene Signa(t) mit der Kurzzeit-Fourier-Transformation analysiert wemd

c) Berechnen Sie die Kurzzeit-Fourier-Transformieftg(r, f) von z(¢) unter Verwendung des
Analysefensters(t). (3 Punkte)

d) Skizzieren Sie das Spektrogramiy (r, f)|” in der Zeit-Frequenz-Ebene. (1 Punkt)
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Aufgabe 3: Wavelet-Transformation (13 Punkte)

Kontinuierliche Wavelet-Transformation

a) Wie kann die Wavelet-Transformieit’¥ (a, b) eines Signals:(¢) aus dessen Spektruii( f)
berechnet werden? (Berechnungsvorschrift angeben) (1 Punkt)

b) Wann gilt bei der Wavelet-Transformation Energieerha®in (1 Punkt)

Dyadische Wavelet-Transformation

Gegeben ist ein Signal y(n), das mit einer Abtastfrequgnz i abgetastet wurde. Im Beobach-
tungsintervallNt, liegen N = 8 Abtastwerte vor.

c) Zeichnen Sie in das vorgefertigte Diagramm in Bild 4 das Atpéaser der Zeit-Frequenz-Ebene
bei einer8-Punkte Fourier-Transformation ein. Welche FrequendaufigA f ergibt sich da-
bei? (2 Punkte)

d) Zeichnen Sie in Bild 5 das Abtastraster der Zeit-FrequenzrElbei einer diskreten Kurzzeit-
Fourier-Transformation mit der diskreten Zeitverschigpill = ¢, und der diskreten Frequenz-
verschiebund” = fa/4. (2 Punkte)

e) Zeichnen Sie in Bild 6 die Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebdrei einer dreistufigen diskre-
ten Wavelet-Transformation (Multiraten-Filterbank) dine gestrichelten Linien im Diagramm
markieren die Einteilung durch die Skalierungsfunktiodes Raumess. (2 Punkte)

Markieren Sie am Rand des Diagramms die Frequenzbereioheludch die Waveledume
Wi, Wy, W3 und V3 abgedeckt werden. (2 Punkte)

f) Nun soll das Signal mit Hilfe einer dreistufigen Waveletfg€eTransformation analysiert wer-
den. Die gewhlte Filterbank ist in Abbildung 7 abgebildet. Zeichen Bidild 8 die resultie-
rende Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene ein. (3 Punkte)
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Bild 4: Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene bei diskretd?@kte Fourier-Transformation
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Bild 7: Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene bei Wavelet#a€Transformation
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Bild 5: Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene bei diskreterzaeit Fourier-Transformation mit =
taundF = fa/4.
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Bild 6: Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene bei dreistufiyridtiraten-Filterbank.
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Bild 8: Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene bei Wavelet#aclransformation



Aufgabe 4: Wigner-Ville-Verteilung (14 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen. Beachten Sie bitte, dass iRefel stichpunktartige Antworten
ausreichen. Wenn aglich, geben Sie auch eine Bégdung Ihrer Antwort bzw. den Rechenweg an.

a) Wodurch sind die Kreuzterme bei der Wigner-Ville-Verteiubegiindet? (1 Punkt)
b) Nennen Sie zwei Nglichkeiten, wie Kreuzterme unteigrkt werden Bnnen. Was passiert
dabei? (2 Punkte)
c) Was ergibt sich aus der Cohen-Klasse, wenn als Kernfunkiion f) die Wigner-Ville-
VerteilungW, . (—t, — f) einer Fensterfunktion verwendet wird? (1 Punkt)
Im Folgenden soll das Signalt) = /271t 4 e127/2¢ mit Hilfe der Wigner-Ville-Verteilung analysiert
werden.
d) Bestimmen Sie den Wignerkem,,(t,7) =z (t + Z) z* (t — Z). (4 Punkte)
e) Bestimmen Sie die Wigner-Ville-Verteilund’,...(¢, f) des Signals. Kennzeichnen Sie die Auto-
und Kreuzterme. (4 Punkte)
f) Skizzieren SiaV,.(t, f) im dafur vorgesehenen Diagramm. Kennzeichnen Sie die Auto- und
Kreuzterme. (2 Punkte)
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Bild 9: W, (¢, f) in der Zeit-Frequenz-Ebene



Aufgabe 5: Parametersclatzverfahren (27 Punkte)

Lineares Signalmodell

Als TemperatursensorerdlRnen Pfy-Elemente verwendet werden, indem die Temperatunadpig-
keit ihres Widerstandes ausgenutzt wirdir Hemperatured > 100°C lasst sich die Widerstands-
kennlinie raherungsweise durch ein quadratisches Polynom beschreibe

R(0) = Ro(1 + ab + b6?).

Dabei istR, = 100 Ohm der Kaltwiderstand b&i°C. Durch N Messungen der Widerstandswerte
R(0) fur verschiedene Temperaturen sollen die Paranaeterd b der Kennlinie mittels eines Least-
Squares-Scitzers gescitzt werden. Die Messung wird dabei von mittelwertfreienu@schen wei-
Ren Rauscheiiberlagert

y(n) = R(n) +e(n).
a) Stellen Sie das lineare Signalmodéit £ine Messung(n) auf. (1 Punkt)
b) Wie viele Messungen werden mindestensdigt um die Parameter zu safzen? (1 Punkt)

Aus der gegebenen Messreihe mit= 5 Messungen sollen die Parameteund b der Kennlinie
gesclatzt werden.

n 60/°C y/Ohm
1 110 142,282
2 115 144,195
3120 146,035
4 125 147,975
5 130 149,828

c) Stellen Sie das Signalmodeilifdie N Messungen in Vektor-Matrix Notation auf. Kennzeich-
nen Sie dabei den Messvektor, den Parametervektor und diEaBletingsmatrix. (1 Punkt)

Minimum-Varianz-Sch atzer

An einem Kondensatar' liegt die Spannung@/, an. Zum Zeitpunkt = 0 wird der Kondensator an
einen Widerstand? angeschlossen, so dass er sich zu entladen beginnt. DiecheeNerlauf der

Spannungdiber dem Kondensator
1
Ult)y=U,-e t>0 =——>0
( ) 0 ) -_ ? a R . C
wird ab dem Zeitpunkt = 0 zeitdiskret gemessen (Abtastzgi}. Bei der Messung tritt ein additiv
Uberlagerter Fehler auf, der als Gaul3'sches weil3es Rauangenommen wird. Es sei bekannt, dass
sich die Rauschleistung ebenfalls exponentatiert:

oX(t) =05 -, B>0

e

Aus N aufgenommenen Messwertgm), n = 0, ..., N — 1 soll die Anfangsspannung, gesclatzt
werden. Die Parametét undC' werden dabei als bekannt vorausgesetzt.

d) Stellen Sie ein lineares Signalmodalf f auf. (2 Punkte)
e) Berechnen Sie einen Satawert fir U, mithilfe eines Minimum-Varianz-Sdizers. (8 Punkte)

f) Geben Sie (ohne Rechnung) den &elwvert bei Verwendung eines Least-Squaresages an.
(2 Punkte)



Bayes-Schtzung

Die Lebensdauer eines elektrischen Bauelements wird ineRdign mit Hilfe einer Exponentialver-
teilung beschrieben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte dedsdnsdauerlautet dabei

A-exp (—At furt >0
FH) = (=) |
0 sonst
Der Parameteh wird als Ausfallrate bezeichnet und ist die Inverse des lskohknittlichen Ausfall-
zeitpunktes

7 1
=1
Aus N statistisch unalkdmgigen Messungef), n = 1... N der Lebensdauern soll die Ausfallrate

mit einem Maximume-Likelihood-Sditzer gescatzt werden.

Hinweis:
1
E{tn} = X
g) Bestimmen Sie die Likelihoodfunktiom f(t|\) fur N Messwerte. (4 Punkte)
h) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Sidtawert fir die Ausfallrate\ aus N Messungen.
(3 Punkte)
i) Istder Sclatzer erwartungstreu? (2 Punkte)

]) Welchen Wert rniisste die Sditzfehlerkovarianz annehmen, damit der &ebr effizient ist?
(3 Punkte)



Aufgabe 6: Zustandsschtzverfahren (18 Punkte)

a) Erklaren Sie anschaulich, wie sich das Systemrausehem das Messrauschenbzw. deren
KovarianzmatrizerQ und R auf die Zustandssétzung mittels eines Kalman-Filters auswir-
ken. (2 Punkte)

Gegeben ist folgendes Blockschaltbild:

u(k)

y
N,
A

z(k+1)

/N

(k)

b) Geben Sie die Gleichungen des Zustandsraummaodells an. (1 Punkt)
c) Istdas System stabil? (1 Punkt)

Das System wird von der deterministischen Eingandf$gt (k) angeregt. Strungen treten in Form
eines Systemrauschen@:) und eines Ausgangsrauschemg:) auf. Beide Prozesse sind Gaul3'sche
weil3e Rauschprozesse mit den Varianzen

E{v(k)’} =Q(k) und  E{w(k)’} = R(k).

Fur die Gewichtung des Systemrauschens gil= 1. Im Folgenden soll iir dieses System ein
Kalman-Filter entworfen werden.

d) Stellen Sie die Rekursionsgleichungen des Kalman-Filterdds gegebene System auf. Zeich-
nen Sie das Blockschaltbild von System und Kalman-Filtexg&€n Sie die numerischen Werte
des Systems in die entsprechendeadBe ein und kennzeichnen Sie, welcher Teil des Block-
schaltbildes zum Kalman-Filter gétt. (4 Punkte)

e) Sie nbchten nun eine Zustands&thung mittels Kalman-Filter durchifiren. Die Anfangswerte
des Zustandes sind unbekannir welche Goél3en werden Startwerte biigt? Wie wirden Sie
bei der Initialisierung vorgehen? (3 Punkte)

Im Folgenden geltelir die Varianzen der Rauschprozesse
Qk) =1 und R(k)=1.

f) Im Falle eines zeitinvarianten Systems und zeitinvariaRauschprozesse konvergiert der
Verstrkungsfaktoriir £ — oo. Berechnen Sie den statiéren Endwerts, := klim K(k).
—00
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Hinweis: Stellen Sie zuachst eine Rekursionsgleichung der Faftk: + 1) = f(P(k)) auf,
Der GrenzwerP,, := hm P(k) erfillt die GleichungP,, = f(Py.).

(7 Punkte)
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